
2021 秋数学分析 B1 第 7 次习题课讲义
宗语轩1

西江月·证明

即得易见平凡，仿照上例显然。

留作习题答案略，读者自证不难。

反之亦然同理，推论自然成立。

略去过程 QED，由上可知证毕。

1 第 12, 13 次作业习题的延伸
注. 第 12, 13 次作业参考答案已放在群文件中.

1. (综合习题 5 T13 的推广: Riemann—Lebesgue 引理). 设 f(x) 是 [a, b] 上的可积函

数, 则

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλxdx = 0, lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx = 0.

证明. 因为 f(x) 在 [a, b] 上可积, 故对 ∀ε > 0, 存在 [a, b] 的一个分割 T : a = x0 <

x1 < · · · < xn = b. 使得
n∑

k=1

wk(f)∆xk <
ε

2
. 其中 wk(f) 是 f(x) 在区间 [xk−1, xk] 上的

振幅. 记 M 是 |f(x)| 的一个上界, 当 λ >
4nM

ε
时, 有
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∣∣∣∣∫ b

a

f(x) sinλxdx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

∫ xk+1

xk

(f(x)− f(xk) + f(xk)) sinλxdx
∣∣∣∣∣

⩽
n∑

k=1

∫ xk+1

xk

|f(x)− f(xk)| dx+
n∑

k=1

|f(xk)|
∣∣∣∣∫ xk+1

xk

sinλxdx
∣∣∣∣

⩽
n∑

k=1

wk(f)∆xk +M
n∑

k=1

∣∣∣∣cosλxk+1 − cosλxk

λ

∣∣∣∣
⩽

n∑
k=1

wk(f)∆xk +
2Mn

λ

<
ε

2
+

ε

2
< ε

所以 lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλxdx = 0. 同理可证: lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx = 0.

2. (习题 7.1.4 的推广) 原题: 设级数
∞∑
n=1

an 收敛, 问: lim
n→∞

nan = 0 是否成立?

a. 逆命题不成立. 反例: an =
1

n lnn
b. 在题目中加一个条件” 正项数列 {an} 单调递减趋于 0”, 则命题成立.

0 < 2na2n ⩽ 2
2n∑

k=n+1

ak < 2
∞∑

k=n+1

ak
n→∞−−−→ 0. 故 lim

n→∞
2na2n = 0. 同理可证 lim

n→∞
(2n +

1)a2n+1 = 0. 综上, 有 lim
n→∞

nan = 0.

3. (习题 7.1.5 的推广) 设级数
∞∑
n=1

an 收敛, 问:
∞∑
n=1

a3n 是否一定收敛?

解. 不一定. 反例: an =
1
3
√
n

cos 2nπ
3

. 因为
n∑

k=1

cos 2nπ
3
有界且

1
3
√
n
↓ 0, 由 Dirichlet 判

别法知
∞∑
n=1

1
3
√
n

cos 2nπ
3
收敛. 由 cos3 2nπ

3
=

1

4
+

3

4
cos 2nπ

3
知

∞∑
n=1

1

n
cos3 2nπ

3
发散.

4. (习题 7.1.12(10)) 对非正项级数证明收敛时, 没有比较判别法及其极限形式. 故只用(
1− cos 1

n

)p

∼
1

2pn2p
条件是推不出条件收敛的.

反例: an =
(−1)n−1

√
n

, bn =
(−1)n−1

√
n

+
1

n
.

∞∑
n=1

an 收敛且 lim
n→+∞

an
bn

= 1, 但
∞∑
n=1

bn 发散.
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2 判断与命题推断
判断下列命题或推断是否成立, 并说明理由.

1. 存在具有原函数的非连续函数.

2. 黎曼函数 R(x) =


1, x = 0
1

n
, x =

m

n
, (m,n) = 1

0, x ∈ R\Q

在 [0, 1] 上可积.

3. f(x), g(x) 在 [a, b] 上可积且 g(x) 的值域在 [a, b] 中 ⇒ f(g(x)) 在 [a, b] 上一定可积.

4. f(x), g(x) 在 [a, b] 上不可积 ⇒ f(g(x)) 在 [a, b] 上一定不可积.

5. f(x) 在 [a, b] 上可积 ⇔ |f(x)| 在 [a, b] 上可积.

6. Leibniz 判别法中, 去掉” 数列 {an} 单调递减” 的条件, 结论仍成立.

7.
∞∑
n=1

an 收敛 ⇔
∞∑
n=1

(an + an+1) 收敛.

8*. 设正项级数
∞∑
n=1

an 收敛, 则存在收敛的正项级数
∞∑
n=1

bn, 使得 lim
n→+∞

an
bn

= 0.

另外一些命题或推断放在第三部分详细讲解

参考答案:

1. 正确. 非连续函数 f(x) =

sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0
具有原函数 F (x).取 F (0) = 0.当 x ̸= 0时,

F (x) =

∫ x

0

sin 1

t
dt = lim

ε→0

∫ x

ε

sin 1

t
dt

= lim
ε→0

∫ x

ε

t2d cos 1
t

= lim
ε→0

(x2 cos 1

x2

∣∣∣∣x
ε

−
∫ x

ε

2t cos 1
t
dt)

连续性
= x2 cos 1

x2
−
∫ x

0

2t cos 1
t
dt
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经验证, F (x) 是 f(x) 的原函数.

2. 正确. 记 f(x) = R(x). 对 ∀ε > 0, 取 N =

[
2

ε

]
+ 1, δ =

ε

2N2
. 只需证: 对任意在 [a, b]

上的分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 满足 ||T || < δ 及 ∀ξk ∈ [xk−1, xk], 均有∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ < ε. 将和式分成如下两部分:

n∑
k=1

f(ξk)∆xk =
∑
(1)

f(ξk)∆xk +
∑
(2)

f(ξk)∆xk

其中
∑
(1)

f(ξk)∆xk 表示对小区间 [xk−1, xk] 包含了 x = 0 及 x =
m

n
, (m,n) = 1, n < N

的求和,
∑
(2)

f(ξk)∆xk 表示其余求和部分. 我们有

|
∑
(1)

f(ξk)∆xk| ⩽
∑
(1)

|f(ξk)||∆xk| ⩽
∑
(1)

|∆xk|

<
N−1∑
k=1

kδ =

(
N(N − 1)

2
+ 1

)
δ

< N2δ =
ε

2
(1)

及

|
∑
(2)

f(ξk)∆xk| ⩽
∑
(2)

|f(ξk)||∆xk| ⩽
1

N

∑
(2)

|∆xk|

<
1

N
<

ε

2
(2)

由 (1)、(2) 得∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣∣
∑
(1)

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∑
(2)

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
+

ε

2
= ε

3. 错误. 反例: f(x) =

0, x = 0

1, x ̸= 0
, g(x) = R(x). 则 f(g(x)) = D(x) =

1, x ∈ Q

0, x ∈ R\Q
.

f(x), g(x) 在 [0, 1] 上可积但 f(g(x)) 在 [0, 1] 上不可积.

4. 错误. 反例: f(x) = D(x), g(x) = −D(x). 则 f(g(x)) ≡ 1.
f(x), g(x) 在 [0, 1] 上不可积但 f(g(x)) 在 [0, 1] 上可积.
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5. ⇒ . 对分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, 记 wk(f) 是 f(x) 在区间 [xk−1, xk] 上的

振幅, w′
k(f) 是 |f(x)| 在区间 [xk−1, xk] 上的振幅. 利用 ||f(x)| − |f(y)|| ⩽ |f(x)− f(y)|

可知 w′
k = sup

x1,x2∈[xk−1,xk]

||f(x1)| − |f(x2)| ⩽ sup
x1,x2∈[xk−1,xk]

|f(x1)− f(x2)| = wk.

⇍ . 反例:f(x) =

1, x ∈ Q

−1, x ∈ R\Q
.

6. 错误. 反例: an =


1

k2
, n = 2k − 1

1

k
, n = 2k

.

7. ⇒ . Cauchy 收敛准则.
⇍ . 反例:an = (−1)n.

8. 正确. 设 S =
∞∑
n=1

an, 令 bn =
√

S − Sn−1 −
√

S − Sn, Sn =
n∑

k=1

ak, S0 = 0. 则有

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

Sn − Sn−1

bn
= lim

n→+∞

(S − Sn−1)− (S − Sn)√
S − Sn−1 −

√
S − Sn

= lim
n→+∞

(
√

S − Sn−1 +
√
S − Sn) = 0

及

∞∑
n=1

bn = lim
n→+∞

(
√
S −

√
S − Sn) =

√
S

3 课内复习与延伸

3.1 原函数 & 可积函数
联系

1. 微积分基本定理 (Newton—Leibinz 公式)

· 一个函数的原函数可以通过变上限积分来表示.

· 函数可导下, 一个函数的导数积分可以还原到函数自身.
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2. 闭区间上的连续函数一定可积, 且一定存在原函数.
独立性: 两者无包含关系

· f(x) =

1, x = 0

0, x ∈ [−1, 1]\ {0}
在 [−1, 1] 上可积, 但没有原函数 (Darboux 定理).

· F (x) =

x2 sin 1

x2
, x ̸= 0

0, x = 0
, f(x) =

2x sin 1

x2
− 2

x
cos 1

x2
, x ̸= 0

0, x = 0
. F (x)是 f(x)的

原函数, 但 f(x) 在 [−1, 1] 上不可积 (无界).

3.2 两个积分不等式

1. Cauchy-Schwarz 不等式
设 f(x), g(x) 在 [a, b] 上连续, 证明:

(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

⩽
(∫ b

a

f 2(x)dx
)(∫ b

a

g2(x)dx
)

证明. 考虑 ϕ(t) =

∫ b

a

f 2(x)dx·t2 + 2

∫ b

a

f(x)g(x)dx·t +

∫ b

a

g2(x)dx. 则 ϕ(t) 为二次

函数, 且 ϕ(t) =

∫ b

a

(f(x)t+ g(x))2 dx ⩾ 0. 所以 ∆ ⩽ 0, 即

4

(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

− 4

(∫ b

a

f 2(x)dx
)(∫ b

a

g2(x)dx
)

⩽ 0

故 Cauchy-Schwarz 不等式成立.

例 1. 设 f(x) 在 [a, b] 上有连续的导数, 且 f(a) = 0. 证明:∫ b

a

f 2(x)dx ⩽ 1

2
(b− a)2

∫ b

a

(f ′(x))2dx.

证明. 由 Newton-Leibniz 公式, 得

f(x) =

∫ x

a

f ′(t)dt =
∫ x

a

1·f ′(t)dt.

由 Cauchy-Schwarz 不等式, 得
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f 2(x) ⩽ (x− a)

∫ x

a

(f ′(t))2dt ⩽ (x− a)

∫ b

a

(f ′(t))2dt.

对两边从 a 到 b 积分, 得∫ b

a

f 2(t)dt ⩽ 1

2
(b− a)2

∫ b

a

(f ′(t))2dt.

例 2. 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上可积, 且有 m,M > 0, 使得 m ⩽ f(x) ⩽ M 对 ∀x ∈ [0, 1]

成立. 证明:

1 ⩽
∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

0

1

f(x)
dx ⩽ (m+M)2

4mM
.

证明. 由 Cauchy-Schwarz 不等式, 得∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

0

1

f(x)
dx ⩾

(∫ 1

0

√
f(x)

1√
f(x)

dx
)2

= 1.

故左边不等式成立. 又因为

(f(x)−m)(f(x)−M)

mf(x)
⩽ 0.

即

M

f(x)
+

f(x)

m
⩽ M

m
+ 1.

由均值不等式, 得∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

0

1

f(x)
dx =

m

M

∫ 1

0

f(x)

m
dx
∫ 1

0

M

f(x)
dx

⩽ m

4M

(∫ 1

0

f(x)

m
dx+

∫ 1

0

M

f(x)
dx
)2

⩽ m

4M

(∫ 1

0

(
M

m
+ 1

)
dx
)2

=
(m+M)2

4mM

故右边不等式成立.
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2. Gronwall 不等式
设 u(x)是 [a, b]上的非负连续函数,并满足:对 ∀x ∈ [a, b],均有 u(x) ⩽ A+

∫ x

a

B(t)u(t)dt,

其中 A ⩾ 0, B(x) 是 [a, b] 上的非负连续函数. 证明:

u(x) ⩽ Ae
∫ x
a B(t)dt.

证明. 由

d
dx

(
A+

∫ x

a

B(t)u(t)dt
)

= B(x)u(x) ⩽ B(x)

(
A+

∫ x

a

B(t)u(t)dt
)

得

d
dx ln

(
A+

∫ x

a

B(t)u(t)dt
)

⩽ B(x)

对两边从 a 到 x 积分, 得

ln
(
A+

∫ x

a

B(t)u(t)dt
)∣∣∣∣x

a

⩽
∫ x

a

B(t)dt

即

ln
(
A+

∫ x

a

B(t)u(t)dt
)
− lnA ⩽

∫ x

a

B(t)dt

所以

u(x) ⩽ A+

∫ x

a

B(t)u(t)dt ⩽ Ae
∫ x
a B(t)dt

故 Gronwall 不等式成立.

例 3. 设函数 f(x) 在 [0,+∞) 上连续, 且满足

|f(x)| ⩽ ekx + k

∫ x

0

|f(t)|dt.

其中 k 是常数. 证明: |f(x)| ⩽ (kx+ 1)ekx.

证明. 由题意得:
(

e−kx

∫ x

0

|f(t)|dt
)′

⩽ 1. 设 g(x) = e−kx

∫ x

0

|f(t)|dt − x, 则 g(0) = 0

且 g(x) 单调递减. 故 g(x) ⩽ 0, 即
∫ x

0

|f(t)|dt ⩽ xekx. 所以 |f(x)| ⩽ (kx+ 1)ekx.
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Gronwall 不等式常被用于估计微分方程的解的取值范围，且可以用于证明初值问题
的解的唯一性.

3.3 Raabe 判别法
注: 我们这里仅考虑其极限形式. 一般形式的证明请读者自证.

• 设正项数列 {an} 满足

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= l

则当 l > 1 时,
∞∑
n=1

an 收敛; 当 l < 1 时,
∞∑
n=1

an 发散; 当 l = 1 时, 无法判断.

证明. 1. 当 l > 1 时, ∃p ∈ (1, l), 有

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= l > p = lim

n→∞
n

((
1 +

1

n

)p

− 1

)
.

故 ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 有

n

(
an
an+1

− 1

)
> n

((
1 +

1

n

)p

− 1

)
,

即

an
an+1

>
(n+ 1)p

np
⇒ an+1

an
<

(n+ 1)−p

n−p
.

因为
∞∑
n=1

n−p 收敛, 由教材习题 7.1.14, 得
∞∑
n=1

an 收敛.

2. 当 l < 1 时, ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 有

n

(
an
an+1

− 1

)
< 1,

即

an
an+1

<
n+ 1

n
⇒ an+1

an
>

(n+ 1)−1

n−1
.

因为

∞∑
n=1

n−1 发散, 所以
∞∑
n=1

an 发散.

3. 当 l = 1 时，由
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ln(n+ 1)

lnn
= 1 +

1

lnn
ln
(
1 +

1

n

)
= 1 +

1

lnn

(
1

n
+ o

(
1

n

))
= 1 +

1

n lnn
+ o

(
1

n lnn

)
.

得

n+ 1

n

(
ln(n+ 1)

lnn

)α

=

(
1 +

1

n

)(
1 +

α

n lnn
+ o

(
1

n lnn

))
= 1 +

1

n
+

α

n lnn
+ o

(
1

n lnn

)
.

现取 an =
1

n(lnn)α
. 由 Cauchy 积分判别法知, 当 α > 1 时,

∞∑
n=2

an 收敛; 当 α ⩽ 1 时,
∞∑
n=2

an 发散. 但

n

(
an
an+1

− 1

)
= n

(
n+ 1

n

(
ln(n+ 1)

lnn

)α

− 1

)
= 1 +

α

lnn
+ o

(
1

lnn

)
n→∞−−−→ 1.

所以
∞∑
n=1

an 敛散性无法判断.

例. 设 p, q > 0. 当 p, q 取何值时, 级数
∞∑
n=1

p(p+ 1) · · · (p+ n− 1)

n!

1

nq
收敛?

解. 因为

an
an+1

=
n+ 1

n+ p

(
1 +

1

n

)q

=

(
1 +

1− p

n+ p

)(
1 +

q

n
+ o

(
1

n

))
= 1 +

q

n
+

1− p

n+ p
+ o

(
1

n

)
= 1 +

q + 1− p

n
++o

(
1

n

)
.

由 Raabe 判别法知, q > p 时级数收敛; q < p 时级数发散; q = p 时无法判断.

3.4 函数项级数中的 绝对收敛 & 一致收敛

• 绝对收敛本身是数项级数的概念, 但在函数项级数中, 将收敛域中的某个值代入后, 则
此函数项级数转化为数项级数.
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• 一致收敛是函数项级数中独有的概念. 与逐点收敛相比, 一致收敛多了”一致“的性质.
在数学语言中用 sup

x∈I
中体现. 直观上讲, 逐点收敛强调局部, 一致收敛强调整体.

联系

1. (Weierstrass 判别法) 若正项级数
∞∑
n=1

an 收敛, 且在区间 I 上恒有 |un(x)| ⩽ an, 则函

数项级数
∞∑
n=1

un(x) 在 I 上一致收敛.

由比较判别法知,
∞∑
n=1

un(x) 在 I 上绝对收敛.

2. 设 un(x) 是 [a, b] 上的单调函数. 如果级数
∞∑
n=1

un(a) 和
∞∑
n=1

un(b) 绝对收敛, 证明: 级

数
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b] 上绝对收敛且一致收敛.

证明. 令 kn = max {|un(a)|, |un(b)|}. 由 0 ⩽ kn ⩽ |un(a)| + |un(b)| 可知
∞∑
n=1

kn 收敛.

因为 un(x) 是 [a, b] 上单调, 所以 |un(x)| ⩽ kn. 由比较判别法及 Weierstrass 判别法

知,
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b] 上绝对收敛且一致收敛.

独立性: 两者无包含关系

· un(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

n+ x2
在 R 上一致收敛但不绝对收敛.

· un(x) =
∞∑
n=1

xn 在 [0, 1) 上绝对收敛但不一致收敛.

例.证明: 级数
∞∑
n=0

(−1)nxn(1−x)在 [0, 1]上绝对且一致收敛,但
∞∑
n=0

xn(1−x)在 [0, 1]

上并不一致收敛.

证明. 记 fn(x) = xn(1 − x), f ′
n(x) = xn−1(n − (n + 1)x). 则 fn(x) 在 [0, 1] 上的最大

值是 fn(
n

n+ 1
) =

nn

(n+ 1)n+1
<

1

n+ 1

n→∞−−−→ 0. 对 ∀x ∈ [0, 1],{fn(x)} 单调递减. 因为

fn(x) ⩾ 0, 故 {fn(x)} 在 [0, 1] 上一致趋于 0. 又因为
∞∑
n=1

(−1)n 的部分和 �[0, 1] 上一致
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有界, 由 Dirichlet 判别法知,
∞∑
n=0

(−1)nxn(1− x) 在 [0, 1] 上一致收敛.

而 S(x) :=
∞∑
n=0

xn(1− x) =


0, x = 1

(1− x)
∞∑
n=0

xn = 1, x ∈ [0, 1)
, 故

∞∑
n=0

(−1)nxn(1− x) 在

[0, 1] 上绝对收敛.

又因为 S(x) 在 [0, 1] 上不连续, 且 fn(x) 在 [0, 1] 上连续. 故
∞∑
n=0

xn(1− x) 在 [0, 1] 上

不一致收敛.

3.5 补充习题

1. (反函数积分) 设 f(x) 是 R 上的可微函数且有反函数. 已知 F (x) 是 f(x) 的一个原函

数，求

∫
f−1(x)dx.

解.
∫

f−1(x)dx = xf−1(x)−
∫

xdf−1(x)
y=f−1(x)

= yf(y)−
∫

f(y)dy = yf(y)− F (y) +

C = xf−1(x)− F (f−1(x)) + C.

2. 设函数 f(x) 在 [−1, 1] 上可导, |f ′(x)| ⩽ M . 若 ∃a ∈ (0, 1), 使得
∫ a

−a

f(x)dx = 0. 证明:

∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ M(1− a2).

证明. 由
∫ a

−a

f(x)dx = 0 知, ∃η ∈ (−a, a), 使得 f(η) = 0. 由 |f(x)| = |f(x) − f(η)| ⩽

M |x− η|, 得∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ −a

−1

f(x)dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

a

f(x)dx
∣∣∣∣

⩽
∫ −a

−1

|f(x)|dx+

∫ 1

a

|f(x)|dx

⩽ M

∫ −a

−1

(η − x)dx+M

∫ 1

a

(x− η)dx

=
M

2

(
(η + 1)2 − (η + a)2 + (1− η)2 − (a− η)2

)
= M(1− a2)
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3. 设函数 f(x) 在 [−1, 1] 上连续, 证明:

lim
h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
f(x)dx = πf(0).

证明. 令 t =
x

h
, k =

1

h
. 即证:

lim
k→∞

∫ k

−k

1

t2 + 1
f(

t

k
)dt = πf(0).

由题意知, ∃M > 0, 使得 |f(x)| ⩽ M . 对 ∀0 < ε < M, ∃δ > 0 及 X0 = tan
(π
2
− ε

8M

)
,

当 |x| < δ 时, |f(x)− f(0)| < ε

4π
. 当 x > X0 时, 有∣∣∣∣∫ +∞

x

1

t2 + 1
dt
∣∣∣∣ = π

2
− arctanx <

π

2
− arctanX0 =

ε

8M
.

取 k > max
{
X0

δ
,X0

}
, 有

∣∣∣∣∫ k

−k

1

t2 + 1
f(

t

k
)dt− πf(0)

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ k

−k

1

t2 + 1
(f(

t

k
)− f(0))dt− 2

∫ +∞

k

1

t2 + 1
f(0)dt

∣∣∣∣
⩽
∫ k

−k

1

t2 + 1

∣∣∣∣f( tk )− f(0)

∣∣∣∣ dt+ 2

∫ +∞

k

1

t2 + 1
|f(0)| dt

⩽
(∫ X0

−X0

+

∫ X0

−k

+

∫ k

X0

)
1

t2 + 1

∣∣∣∣f( tk )− f(0)

∣∣∣∣ dt
+ 2

∫ +∞

k

1

t2 + 1
|f(0)| dt

⩽
∫ X0

−X0

1

t2 + 1
· ε

4π
dt+ 2

∫ k

X0

2M

t2 + 1
dt+ 2

∫ +∞

k

M

t2 + 1
dt

<

∫ +∞

−∞

1

t2 + 1
· ε

4π
dt+ 2

∫ +∞

X0

2M

t2 + 1
dt+ 2

∫ +∞

X0

M

t2 + 1
dt

<
ε

4
+ 6M· ε

8M
< ε

故有

lim
k→∞

∫ k

−k

1

t2 + 1
f(

t

k
)dt = πf(0).

得证.
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4. 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上有二阶连续导数,f(0) = f(1) = 0, 且当 x ∈ (0, 1) 时,f(x) ̸= 0.
证明: ∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ⩾ 4.

证明. 不妨 f(x) > 0, x ∈ (0, 1). 记 M = sup
0⩽x⩽1

f(x) = f(x0), x0 ∈ (0, 1). 由 Lagrange 中

值定理, 得

f(x0) = f(x)− f(0) = f ′(ξ)x0, 0 < ξ < x0;
f(x0) = f(x0)− f(1) = f ′(η)(x0 − 1), x0 < η < 1.

故有 ∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ⩾ 1

f(x0)

∫ 1

0

|f ′′(x)| dx ⩾ 1

f(x0)

∫ η

ξ

|f ′′(x)| dx

⩾ 1

f(x0)

∣∣∣∣∫ η

ξ

f ′′(x)dx
∣∣∣∣ = 1

f(x0)
|f ′(η)− f ′(ξ)|

=
1

f(x0)

∣∣∣∣ f(x0)

x0 − 1
− f(x0)

x0

∣∣∣∣ = 1

x0(1− x0)
⩾ 4.

5. 设正项级数
∞∑
n=1

an 发散, 若 lim
n→∞

an
a1 + · · ·+ an

= 0, 证明: 幂级数
∞∑
n=1

anx
n 的收敛半径

R = 1.

证明. 记 SN =
n∑

k=1

ak. 则 lim
n→∞

Sn−1

Sn

= 1− lim
n→∞

an
Sn

= 1. 故幂级数
∞∑
n=1

Snx
n 的收敛半径

是 1. 又因为
∞∑
n=1

Snx
n ⩾

∞∑
n=1

anx
n, 由比较判别法知 R ⩾ 1. 又由

∞∑
n=1

an 发散知 R ⩽ 1.

故 R = 1.

变式. 现把题目条件中的“ lim
n→∞

an
a1 + · · ·+ an

= 0”变成“{an} 有界”, 试证明原结论.

提示. 设 |an| ⩽ M , 则当 x ∈ (−1, 1) 时, 有
∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

anx
n

∣∣∣∣∣ ⩽ M

∞∑
n=1

|x|n < +∞.

6. 证明: 级数
∞∑
n=1

(−1)[
√
n]

n
收敛.
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证明. 因为
(n+1)2−1∑

k=n2

1

k
>

∫ (n+1)2−1

n2

1

x
= ln (n+ 1)2

n2
> ln (n+ 2)2 − 1

(n+ 1)2 − 1
=

∫ (n+2)2−1

(n+1)2−1

1

x
>

(n+2)2−1∑
k=(n+1)2

1

k
,

由 Leibniz 判别法知, 级数
∞∑
n=1

(−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

k
收敛. 又因为

N∑
n=1

(−1)[
√
n]

n
=

[
√
N ]−1∑
n=1

(−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

k
+ (−1)[

√
N ]

N∑
k=[

√
N ]2

1

k
,

且

0 <
N∑

k=[
√
N ]2

1

k
<

∫ N

[
√
N ]2

1

k
= ln N

[
√
N ]2

< ln N

(
√
N − 1)2

N→∞−−−→ 0.

由夹逼原理知, lim
N→∞

N∑
k=[

√
N ]2

1

k
= 0. 所以

∞∑
n=1

(−1)[
√
n]

n
收敛.

7. 证明: 级数
∞∑
n=1

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx 在 [0, 1] 上一致收敛.

证明. 当 x ∈ [0,
1

2
] 时,

∞∑
n=1

∣∣∣∣ xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

xn =
x

1− x
< +∞,

由 Weierstrass 判别法知该级数在 [0,
1

2
] 上一致收敛. 对任意固定的 x ∈ [

1

2
, 1], 有

xn+1

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n+1
<

xn+1

x+ x2 + · · ·+ x2n
=

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
.

以及

0< xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
<

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ xn
<

xn

(n+ 1)xn
=

1

n+ 1
↓ 0.

由 Weierstrass 判别法知
{

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1

}
一致收敛于 0.
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又因为

∞∑
n=1

cosnx在 [
1

2
, 1]上一致有界,由Dirichlet判别法知

∞∑
n=1

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx

在 [
1

2
, 1] 上一致收敛. 综上,

∞∑
n=1

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx 在 [0, 1] 上一致收敛.

8. 若正项数列 {an} 满足 lim
n→∞

lnn

(
an
an+1

− 1

)
= λ > 0, 证明: lim

n→∞
nan = 0.

证明. 易知 lim
n→∞

(
an
an+1

− 1

)
= 0. 由 lim

x→0

ln(x+ 1)

x
= 1 得 lim

n→∞
lnn ln an

an+1

= λ. 因为

0 < ln
(
1 +

1

n

)
lnn <

1

n
lnn

n→∞−−−→ 0, 故有

ln nan
(n+ 1)an+1

= ln an
an+1

− ln n+ 1

n
∼

λ

lnn
.

因为
∞∑
n=1

1

lnn
发散, 由比较判别法知

∞∑
n=1

ln nan
(n+ 1)an+1

= +∞. 故 lim
n→∞

nan = 0

4 课后思考

4.1 xα sinxβ 型函数积分性质探究

注: 我们在第 2 部分 T1 中已证明函数 f(x) =

sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0
具有原函数.

设 α, β ∈ R, 函数 f(x) =

xα sinxβ, x ∈ (0, 1]

0, x = 0
.

1. 求: 当且仅当 α, β 取何值时, f(x) 在 [0, 1] 上可积?
(注: 此处的可积是指有通常意义的积分, 不包含反常积分).

2. 求: 当且仅当 α, β 取何值时, f(x) 在 [0, 1] 上具有原函数?

4.2 Sapagof 判别法

1. 设正项数列 {an} 单调递减, 证明: lim
n→∞

an = 0 的充要条件是
∞∑
n=1

(
1− an+1

an

)
发散.
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2. Sapagof 判别法的等价形式:

A. 设正项数列 {an} 单调递增, 证明: {an} 与
∞∑
n=1

(
1− an

an+1

)
同敛散.

B. 设 Sn =
n∑

k=1

ak, 则
∞∑
n=1

an 和

∞∑
n=1

an
Sn

同敛散.

3. 用 Sapagof 判别法求下列极限:
(1) lim

n→∞

(2n− 1)!!

2n!!
;

(2) lim
n→∞

nn

enn! .

4.3* 两个函数项级数的研究
注: 此处需要用到反常积分的性质.

我们用级数定义函数

f(x) =
∞∑
n=1

e−nx

√
n
, g(x) =

∞∑
n=0

√
ne−nx.

1. 证明: f(x) 和 g(x) 在 (0,+∞) 上是良好定义的 (即上面的级数是收敛的), 并且都是
(0,+∞) 上的连续函数.

2. 证明: 对 ∀x ∈ (0,+∞), 有∫ ∞

1

e−ux

√
u

du ⩽ f(x) ⩽
∫ ∞

0

e−ux

√
u

du.

3. 证明: 存在常数 C0, 使得 lim
x→0+

√
xf(x) = C0 成立.

4. 定义数列 {an} 满足 an =
n∑

k=1

1√
k
− 2

√
n. 证明: lim

n→∞
an 存在.

5. 对 ∀x ∈ I, 由级数定义的函数

h(x) =
∞∑
n=1

(
n∑

k=1

1√
k

)
e−nx

是良好定义的.

6. 试用 f(x) 来表示 h(x), 并证明: 存在常数 C1, 使得 lim
x→0+

x
3
2h(x) = C1 成立.

7. 证明: lim
x→0+

x
3
2 g(x) =

√
π

2
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